Deel 2 Complexe getallen

1 Tweedimensionale Euclidische ruimte

1.1 Optelling, verschil en scalaire vermenigvuldiging
R? = {(a, b)|a,b € R} is de verzameling van alle koppels reéle getallen.

Zoals we ons de reéle getallen kunnen voorstellen als de punten van een lijn waarop
0 en 1 zijn vastgelegd, zo kunnen we ons de paren reéle getallen voorstellen als
punten van een vlak waarin een rechthoekig assenstelsel is gekozen.

In R? wordt de optelling, het verschil en de scalaire vermenigvuldiging als volgt
gedefiniéerd:

VabeR:(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
va,beR:(a,b)-(c,d)=(a—c,b-d)
Va,b,1eR:A.(a,b) =(4a,b)

Elk paar (a,b) bepaalt één punt P in het vlak en P kan je beschouwen als het

eindpunt van de vector OP=P.

Een som van twee koppels is als een som van twee vectoren OP en OQ die

bepaald wordt met een parallellogramconstructie, waarbij de twee vectoren de zijden
Zijn en de diagonaal de somvector is.

A(a,b) = (1a, Ab) is het koppel dat overeenkomt met het eindpunt van A.0P.
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1.2 Vermenigvuldiging

We definiéren in R? een distributieve vermenigvuldiging met als doel eigenschappen
zoals commutativiteit, associativiteit,...... die gelden in R te behouden.

Later in dit hoofdstuk wordt deze definitie duidelijk!
Va,b,c,d € R:(a,b).(c,d) =(ac—bd,ad +bc)

1.3 Eigenschappen
Is er een eenheidselement voor deze vermenigvuldiging?

va,b,x,ye R:

(a,b).(x,y)=(a,b) =(x,y).(a,b) <:>(ax —by,bx+ay)=(a,b) <

geljkneid koppels | QY — by =a
bx+ay=b
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Het oplossen van dit stelsel met de methode van Gauss geeft:

a -b | a 1 0|1
b a | b 0 1] 0"
BESLUIT

Voor elk element van R? is (1,0) het eenheidselement.

Is er een invers element voor de vermenigvulding?

va,b x,ye R:
definitie gelijkheid koppels aX_ b :1
(a,b).(x,y)=(@,0) =(x,y).(a,b) =(ax—by,bx+ay)=(1,0) < y
bx+ay=0
Oplossen met Gauss-Jordan geeft:
1 0 —2&
2 2 a2 + b2
(i) a=0of b0=a"+b° #0: b
01 ———
a“+b
(i) a=0en b=0: indit geval heeft het stelsel geen oplossingen.
BESLUIT
In R*\{(0,0)} heeft elk element een invert element nl. (a,b)™ = ( a m ).

a’+b? a?+b?

1.4 Een bijzondere deelverzameling van R?

Beschouw de verzameling {(a, O)|a € R} — R?. Er geldt voor
de optelling: (a,0)+ (b,0) =(a+b,0),

de scalaire vermenigvuldiging: A.(a,0) = (1a,0) en

de vermenigvuldiging: (a,0).(b,0) =(ab-0.0,a.0+0.b) = (ab,0).

De optelling, de scalaire vermenigvuldiging en de vermenigvuldiging van koppels
(a,0) verloopt analoog als met reéle getallen. We identificeren daarom deze koppels

met de reéle getallen: Vae R:a=(a,0).

2 Definitie van complexe getallen

Pas vanaf 1800 werd door de lerse wiskundige Hamilton het rekenen met complexe
getallen tot een volledig algebraisch systeem opgezet door ze als koppels reéle
getallen op te vatten.
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2.1 En wat met de vergelijking x% =-1?

Het oplossen van deze vergelijking in R, Xx==++/-1, is absurd. We kennen geen
enkel getal waarvan het kwadraat negatief is.

En als we nu rekenen met koppels?

Is er een koppel, (a,b), waarvan het kwadraat gelijk is aan (-1,0) ?

definitie gelijkheid koppels 2 —_ 2 = —
(a,b).(a.b) = (-1.0) = (a2 b2, 2ab) = (-1,0) " es 43 70" =1
2ab=0

Dit stelsel heeft enkel oplossingen indien a=0 en b=0 nl. b=-1 of b=1.

Het probleem Xx* =—1 is oplosbaar als de onbekende x een koppel is en als we -1
identificeren met het koppel (-1,0) .

x*=-1< x=(0,1) of x=(0,-1)=—(0,1)

Naar analogie met het oplossen van vergelijkingen in R noemen we ook hier de
koppels (0,1) en —(0,1) de vierkantswortels van —-1=(-1,0).

Het koppel (0,1) heeft dus een bijzondere betekenis.

2.2 Definitie
We kiezen voor dit bijzondere koppel een nieuw symbool: i = (0,1). De wiskundige

Euler vond dat dit getal alleen in de verbeelding kon bestaan en noemde het daarom
imaginair.

We kunnen dan ieder koppel als volgt noteren: b
(a,b)=(a,0)+(0,b)=a(L,0)+b(0,1) =a+bi.

Deze nieuwe en verkorte notatie noemen we de
Cartesische schrijfwijze van een complex getal.

De verzameling {a—t—bi | a,be R} noemen we de

verzameling van de complexe getallen en a
noteren we met het symbool C.

Voor z=a+bhi € C noemen we a het reéle deel en b het imaginaire deel van z.
Notatie:a=Rez en b=Imz.
a+Dbi =(a,b) is een punt van het viak dat de som is van het punt (a,0) =a op de x-

as en het punt (0,b) =bi op de y-as. Daarom noemen we de x-as de reéle as en de
y-as de imaginaire as.

Op deze manier kunnen we de X-as identificeren met de verzameling van de reéle
getallen en bekomenzodat NcZcQc R cC.
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2.3 Voordeel van deze schrijfwijze a + bi
Daar de elementaire eigenschappen van de bewerkingen blijven gelden zoals in R

en i’ = -1 geldt voor de vermenigvuldiging:
Y a,b,c,d eR:(a+bi).(c+di) =ac+bdi’+bci+adi=ac-bd+i(ad +bc).

Dit stemt helemaal overeen met de distributieve vermenigvuldiging van koppels maar
is erg handig om te rekenen.

1 a-bi _a-bi
a—bi a+bi a’?+b?’

In deze nieuwe notatie geldt: V a,beR:(a+bi)'=

2.4 Opmerking

Een uitzondering op de analogie met de reéle getallen zijn de
ordeningseigenschappen. R noemt men totaal geordend omdat met de orderelatie
< men de reéle getallen kan ordenen van klein naar groot. ledere twee
verschillende reéle getallen, X en y, kunnen met elkaar vergeleken worden: x <y of

y<X.

Een dergelijke relatie bestaat echter niet voor C.

2.5 Deling van complexe getallen

a+bi
c+di

_ (a+bi).(c—di)

Vab.cdeR: (a+bi).(c+di)™ = 7 2
c-+d

2.6 Complex toegevoegde of geconjugeerde van z

Voor iedere complex getal z =a+bi definiéren we het complex toegevoegde als het
complex getal Z=a—bi .

b
- . . S
Merk op dat z en Z mekaars spiegelbeeld zijn t.o0.v. de ;
reéle as en dat |
z+7=2a (reéel) i
27 =a’+b* (reéel) i
Het uitvoeren van een deling van twee complexe <
getallen komt neer op het vermeingvuldigen en delen !
met het complex toegevoegde van de noemer : i
L4 7 7 i 5 i
vz,,,eC:—=—.—*en z,-7, isreéel. B ,
— a-bi
Z2 ZZ ZZ

2.7 Rekenen met complexe getallen en de TI-83/84 Plus
Het rekenwerk met complexe getallen in toepassingen kan sterk vereenvoudigd
worden door gebruik te maken van de TI1-83/84 Plus.

Het complex getal i bevindt zich boven de toets van het decimale punt (eerst op 2nd
drukken en dan op het decimale punt: 2nd[i]).
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Enkele voorbeelden:

im2 1.4 _ C2=31L 005470
_ T _ - [o. 148648648603
Cl+24 0—02-342 101442 | |AnsrFrac .
_ -1+456 _ . O 0 “11s74=-29-7d4
Cl4+24 0 C2-34 0 1401+ 2 vFrac _ C1-1 218 .
. =R 1-2=1s24 -321

3 Meetkundige voorstelling van complexe getallen

3.1 Complexe getallen als punten van een vlak

Complexe getallen zijn geintroduceerd als punten van een vlak t.o0.v. een ortho-
normaal assenstelsel. Een dergelijk assenstelsel is hodig omdat we met afstanden
en hoeken gaan werken.

De reéle getallen vormen de deelverzameling van punten van de vorm
a=(a,0) =a+0i zodat elk regel getal een punt voorstelt op de reéle as van het

complexe vlak of vlak van Gauss (1777-1855).

3.2 Goniometrische of polaire vorm van een complexe getal

leder complex getal z =a+bi is volledig bepaald door het koppel reéle getallen
(a,b). Metieder complex getal komt één punt van het vlak overeen en omgekeerd.

De ligging van ieder complex getal z,

verschillende van nul, is ook ondubbelzinnig S g
bepaald door: i
e (e afstand van z tot de oorsprong ki i
(Notatie: | z|) en |
e de hoek o tussen de halfrechte 0z en * i
het positieve been van de reéle as. =

| | noemen we de modulus van het complex getal z .
Volgens de stelling van Pythagoras geldt: |z|=+a*+b? .

De hoek a met als beginbeen het positieve deel van de reéle as en als eindbeen
0z bepaalt het argument van het complex getal z. Deze hoek « heeft oneindig veel
waarden, nl. a +2kz met k € Z . De waarden noemen we de argumenten van z en

noteren we als volgt : argz=a +2kz, keZ.

De hoofdwaarde van z, Arg z, is het argument waarvoor geldt: 0<Argz<r.

a=lz|cosa b
. zodat tan o =—
b= z|sina a

Voor een argument « van z geldt {

Definitie: Voor een complex getal z# 0 met modulus r en argument ¢ geldt dat
z=r(cosp+ising).
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Deze schrijfwijze noemt met de goniometrische of polaire vorm van een complex
getal. Het koppel (r,®) noemt men de poolcodrdinaten van het punt z .

Voorbeeld
] Vs
Voor z=-1-i geldt |z|:\/§ en tan a=1©azz+k7r met ke Z.
Merk op dat z gelegen is in het derde kwadrant zodat de goniometrische vorm van

z gelijkisaan:z=-1-i= «/E.(cos%ﬂsin 377[) :

3.3 De formule van Euler

Het getal e, genoemd naar Leonard Euler (1707-1783), definiéren we als het reéle
getal waarvoor geldt: Ine =1.

Er geldt dat e irrationaal is en e = 2,7182818284590452......

, 1Y . -
Bovendien geldt: e = lim (1+—j . Men kan bewijzen dat €' =cosg@+ising.

nN— o n

Vanzelfsprekend valt dit bewijs buiten de leerstof van het secundair onderwijs. Maar
deze eigenschap kan beschouwd worden als een nieuwe, derde notatie van een
complex getal.

Voor z =r(cosg+ising) geldt z=re"’.

De manier van noteren noemen we de formule van Euler.

3.4 Complexe getallen en de TI-83/84 Plus Sci Eng
ot H1E435783

De TI-83/84 Plus heeft voor complexe getallen twee ;_"-.": aPEEE?ESEq
modi: Connectecgilsys
SEEITAREN Simul

e a+bi - cartesische cotrdinaten
e re”™01 - poolcoodrdinaten

MW Horiz G-T

Een complex getal wordt steeds bewaard in de cartesische mode maar kan altijd in
de polaire vorm ingevoerd worden. Voor de twee onderstaande voorbeelden stellen
we de drijvende komma-mode (FLOAT) in op 3. In wat volgt vermelden we niet meer
in welke FLOAT-mode de grafische rekenmachine staat.

Mode Real of a+bi Mode re”oi
) P |
_ 1.571 ) 1.571
JO20 ) JUZ2M, )
1.4144, 1.414e~01.57142
JC2re™CCms201 0 JC23e™Cims2a1 )
1.4144 1.41d4e™01.5714 2
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Het MATH-menu bevat een deelmenu CPX met de volgende functies specifiek voor
complexe getallen.

MATH HUM [Eg% FRE 1:conj( complex toegevoegde
&.éc":'r'"" i 2:real( reéle deel

srealt i T
Tt imzar 3:1mag( imaginaire deel
drgpalac 4:angle( argument
St absc 5:abs( modulus
ot FEeCL 6: » Rect omzetting in cartesische vorm
‘i rPolar 7:» Polar omzetting in polaire vorm

Enkele voorbeelden:

=i 2 S real iz . ab=C 20
—di,
condisl imagacsl andlecl+i
T+, -4  FoD39E1634
Feglill akbs2 b
. 3 . b . roa3981634

3.5 Bewerkingen met complexe getallen in goniometrische vorm
Beschouw de complexe getallen z; = (coseg, +ising,) en z, =1, (CoSp, +ising,).

3.5.1 Vermenigvuldiging

Ergeldt: z.z, =r(cose, +ising,).r,(Cosg, +ising,)
= 1,1, (COS ¢, COS @, +i%sin ¢, SiN @, +1COS ¢, SiN @, +isin ¢, COS ,)
=11, (cos(p, +¢,) +isin(g, +,))

Modulus van het produkt = produkt van de moduli
Argument van het produkt = som van de argumenten

3.5.2 Deling

Na wat rekenwerk volgt: 4 b (cos(e, —@,) +isin(p, —,)) .
2 r-2

Modulus van het quotiént = quotiént van de moduli
Argument van het quotiént = verschil van de argumenten
3.5.3 n-de macht

Voor z=r(cosp+ising) geldt z" =r"(cosng+isinng).

3.5.4 De formule van de Moivre

Voor een complex z met modulus gelijk aan 1 geldt: z" =cosng+isinng.
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Met de formule van de Moivre kan men zeer vlug de volgende goniometrische
formules bewijzen.

(cos @ +isinp)? =cos” p—sin® p+i(2sin pcosp) en volgens de Moivre geldt:
(cosp +isinp)® =cos2¢+isin2¢p.

Hieruit volgt dat cos2¢ = cos’ ¢ —sin® ¢ en sin2p = 2sinpcos g .

3.5.5 De formule van Euler
Het rekenwerk wordt met deze notatie weer vereenvoudigd. Voor z, =1, " en

. S . N 1
z, =1,e” geldt: 7,-z, =11, e”e”™ =, e en ()" =(re”) =—e™.

h

3.5.6 n-de machtswortels

DEFINITIE
Voor ieder complex getal a definiéren we een n-de machtswortel (n=0) als een

complex getal b waarvoor geldt dat b" =a.

VOORBEELD
Welke complexe getallen zijn een vierkantswortel (2-de machtswortel) van —16?

Het is duidelijk dat deze vraag weer niet is op te lossen in R . Maar in C heeft
—~16=16i° twee vierkantswortels nl. —4i en 4i.

EIGENSCHAP
Elk complex getal z # 0 heeft n n-de machtswortels.

Voor a=r(cosa +isina) is z= p(cose+isin@) een n-de machtswortel van a
indien:
" =r(cosa +isina)

g

(p(cosp+ising))" =r(cosa +isina)
g

p"(cosng+isinng) =r(cosa +isina)
g

p'=rennp=a+2kr metkeZ
g
p=4r en go:LnZk”:%+szﬂ met K e Z

De n-de machts wortels van een complex getal a =r(cos« +isin a) zijn:

W(cos(g+k2—ﬂj+isin(g+k2—ﬂj), KeZ
n n n n
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Merk op dat we voor k €{0,1,...,n—1} n verschillende complexe getallen bekomen.

Maar voor k =n krijgen we hetzelfde complex getal als voor k =0 en voor k =n+1
hetzelfde als voor k =1, ...

OPMERKING

De moduli van de n-de machtswortels van een complex getal zijn gelijk. M.a.w. in
het complexe vlak liggen de bijbehorende punten op een cirkel.

o . 2
De argumenten bepalen de ligging op deze cirkel, telkens een hoek i van mekaar.
n

Hieruit volgt dat de punten die de n-de machtswortels bepalen van een complex getal
steeds een regelmatige n-hoek vormen.

VOORBEELD
De vierde machtswortels van z=-8-8y3i = 16(Cos4?7[+ isin 4?7[) zijn:

4—7Z+2k7r 4—”+2k7z

416(cos 3T +isin 3T ), keZ

Uitgerekend geeft dit:

z, = 2(cos%+isin%) =1+3 |

z = 2(cos%+isin5§) =—J3+i
z, = 2(cos4§+isin4§) =—1-+/3i

Z, = 2(cos%+isin %) =3 -i

3.5.7 Binomiaalvergelijkingen
Een binomiaalvergelijking in C is een vergelijking van de vorm az"+b=0 met

abeC,a#0enn eN\{0}.
Het oplossen van zo’n vergelijking az" +b =0 komt neer op het berekenen van de

-b .
n-de machtswortels van — in C.
a

VOORBEELD

De oplossingen van z° = 8i :8(cos%+ising) zijn:

Z,= 2(cos£+isin£) =J3+i, Z,= 2(c035—”+isin5—ﬁ) =—J3+i en
6 6 6 6

z, :2(0059—”+isin9—7z) =-2i.
6 6

Of nog: 7 =8i = r'e¥ —8e'2 <> r =8 en ¢:%+k2§, keZ.
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3.5.8 n-de machtswortels en binomiaalvergelijkingen met de TI-83/84 Plus

1
We bekijken even wat de resultaten zijn van (—4)5 in de verschillende modes:

Real a+bi re”oi
C-gdaC1o20 EESET S Pl C-4ati o2 ,
2i 288801 57142
J¢ -4 J g
2i 2.888e"01.5714. 2

EEF:HOMREAL ARMS
Gluit
i Goto

Om beide vierkantswortels van —4 te berekenen maken we gebruik van de Flash-
applicatie Polynomial Root Finder and Simultaneous Equation Solver (gratis te
downloaden via education.ti.com). Een handleiding van deze applicatie kan

gedownload worden via education.ti.com/quides.

Hiermee lossen we de vergelijking x> = —4 op.

Na het opstarten van de applicatie kiezen we de optie 1-Poly Root Finder. Ook
hier kunnen we dezelfde drie modi instellen.

We voeren de graad en de coéficienten van de vergelijking in (bevestigen door op
[ENTER] te drukken). De grafische toetsen zijn in deze applicatie functietoetsen.
Druk op [GRAPH] (= SOLVE) om de vergelijking op te lossen.

-HF‘-:-'I!-' Fook Findgr

ZrEimuTtEan Zalver
ZiAbouk
Y:FoTuHelr
ErZimult Helr

a: Quit FoTesmik

DedrecofFole =21

arx"ztatx+aor=H
az =1
ai =@
an=4

HAaIn| | ILOAL |

HALIN [DEGF | CLE|LOAD [ZOLYE

Ook hier kunnen we de vergelijking oplossen in de verschillende modi.

Real

a+bi

re”oi

Az rtaix+anr=H
{1 ENONREAL
w2 =NONKEAL

azxTetatx+an=H
=1 B2
Hr =21

arx"ztaix+anr=H
=1 B.. 881 .57
wr =2 8™ -1, 5.

HAIn|COEFZ|=TOal=TOx[2TOY

HAIn|COEFZ|=TOal=TOx|2TOY

HALIn[COEFZ[2T0al=T0x[=T0

We bekijken als tweede voorbeeld de vergelijking x*-8=0.

Real a+bi re”oi
axx™z+. +aix+ap=E axx"zt, Faixtan=E axx"z+, Faixtap=A axx"z+, Farxtap=A
ax=] w1 B2, w1 B2, . =2, .
az =4 <z =NONREAL wz=-l.B88+1.73% we B BB (2 B3 0
a1 =4 #% =NONREAL wx=-1.08-1.73. Wr =2, @80 -2 8.
an=-2
WAINIDEGE |CLR|LOAC|SOLYE | | WAIN[COEFZ|ZTOAl5T0x[=T0 | |HAINICOEFZ[ET0al2T0x[5T0¢ | |WAIN[COEFZ[ZTOAlZTOX[ETO
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De oplossingen kunnen bewaard worden in een lege lijst met STOX om na het sluiten
van de applicatie mee verder te rekenen.

Real of a+bi re”oi
azx"z+. Fatx+anp=4 Licia Licla
=1 B2. 88 _ 2.8d 2.H4
®e=-1.@08+1.73 Lyc2a _ Lic2a _
wr=-1.80-1.73. -1.868+1. 731 2. B2, @894, 2
LicC3En _ Lic3n _

_ -1.868-1. 731 DEN £ [ 1=l e 5 b M
STOx List=L1 [ |
NALN[COEFZ[=TOA[ETOX[ETO

4 Grafische voorstelling van bewerkingen

4.1 Som
De somvan z, =a+bi en z, =c+di, 7 +z,, bekomt men door een translatie

verschuiving) van z; over (c,d) of een verschuiving van z, over (a,b).
1 2

l 1+ 1y
3 S
- |
- £
4] - 1
-E:' B ——————— —_ .'f :
I s I
| s !
I f 1
I I
: s I
s I
i A e —— :
! 1 L2 I
1 | 1
| ! i
= & =
P (o o+

4.2 Scalaire vermenigvuldiging

De scalaire vermenigvuldiging van z=a+bimet r € R, rz, is het beeld van z
voor een homothetie met als centrum de oorsprong en als factor r.

N bt
-
2
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4.3 Vermenigvuldiging vanien z

Stel z=r(cosp+ising). R S
iz i o
Er geldt i = cos~ +isinZ zodat ! S
2 2 !
! N
i-z=r(cos +Z 4 isin +7[) i i
. = —_— —_ |
v Y75 | !
= |
Vertrekkende van z bekomt men iz door = #
een rotatie (draaiing) van z over 90° rond -4 =

de oorsprong in tegenwijzerzin.

4.4 Vermenigvuldiging

De vermenigvuldiging van z; =a+bi en z, =c+di kan als volgt bekeken worden:

2 -7, = (a+bi)-(c+di)=a-(c+di)+bi-(c+di).

1°s7AP: a-(c+di) is het beeld van z, voor de homothetie met als factor a en
als centrum de oorsprong.

dl _____________ by
7,5 |
: ; i
cfi : o C
azy Yoo Tcm’
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2°sTAP:  Voor het bepalen van i-(c+di) roteren we z, over 90°, t.o.v. de
oorsprong in tegenuurwijzerzin.

22

izz __________________

ﬂ'22

3°stAP:  bi-(c+di) is het beeld van iz, voor de homothetie met als factor b en
als centrum de oorsprong.

bsz """""""""""""""""""" l be

23

-bd -d @

A T cred
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47 STAP:  7;-Z, is de diagonaal van het parallellogram met als zijden az, en bi-z,.
bfZg “““““““““““““““““““““““ p Lo
/
s
/
ra d - — - —— = 2.'2
’ |
s I
S e e y '
4 |
/ 2 B e !
g Rt T e - " i
[ | i I
| ™~ I I |
1 . 1 1 i
1 - I 1 |
I ~ I : . !
H - ' . .
ao-bd e \'bd | 9 a C
~ |
. I
. 1
~ |
e 1
s 1
~ i
A 1
. I
o
|
g b el
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5 Eenvoudige complexe functies
Bij complexe functies is zowel het domein als het beeld een deelverzameling van C.

Toch kan men in eenvoudige gevallen het domein en het beeld in één viak
weergeven.

5.1 Functies van de eerste graad

511 f(z)=z+(a+bi)

Bij elke complex getal z wordt a+bi opgeteld en dus wordt elke z verschoven over
(a,b). Neem bij deze functie bijvoorbeeld als domein een driehoek. Het bereik is
dan ook een driehoek.

512 f(z)=az, ae Ry

Elk complex getal z wordt vermenigvuldigd met a (homothetie met als centrum de
oorsprong en als factor a)
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513 f(z)=cz, ceCy

Voor ¢ =a+bi is het beeld van elk complex getal z is de som van (zie punt 4.4):
het beeld van z voor een homothetie met centrum de oorsprong en factor a en

het beeld van iz voor een homothetie met centrum de oorsprong en factor b .

Hoe zal in dit geval het beeld van een vierkant eruit zien?

Om hier een antwoord op te geven schrijven we de parameter ¢ en de variabele z
van het funtievoorschrift in hun goniometrische vorm.

Stel z = p(cos@+isind) en c=r(cosa +isina) dan bekomen we:

f(z)=c-z=rp(cos(0+a)+icos(0+ a)).

Het bepalen van het beeld van een vierkant in het complexe vlak voor de functie f

komt neer op het uitvoeren van een draaivermenigvuldiging — d.w.z. een draaiing
rond de oorsprong (over een hoek « ) gevolgd door een vermenigvuldiging

(homothetie) met als centrum de oorsprong en als factor |c]|.

514 f(z)=cz+d, ce(Cy

Deze eerstegraadsfunctie bepaalt in het complexe vlak een draaing over een hoek
a (argument van ¢) rond de oorsprong, gevolgd door een vermenigvuldiging (met

als centrum de oorsprong en als factor |c|) en daarna een translatie (met als
verplaatsing d ).

Geboeid door wiskunde en wetenschappen Complexe getallen — 16



VOORBEELD

Ne

T .. T 1 3.
e Defunctie f,(z)=(cos=+isin=)-z=(=+—1i)-z
e functie f,(2)=(cos+isin—)-2= (= +-1)

zorgt voor een draaiing rond de oorsprong over een
hoek van 60° in tegenwijzerzin.

Het beeld van het lijnstuk [AB] is gelijk aan het
lijnstuk [AC]. Om het rekenwerk te
vereenvoudigen kozenwe B=1.

Het complex getal behorende bij het punt C is f,(1) :§+

« We zoeken nu het functievoorschrift van een
tweede functie f, die de draaiing van het

lijnstuk [AB] uitvoert rond B over een hoek
van 60° in wijzerszin, dus over hoek van -60°.
Er geldt dat we deze draaiing over -60° met als

centrum B kunnen vervangen door een

draaiing van -60° rond de oorsprong gevolgd
door een translatie.

Het functievoorschrift van f, is van de vorm:

NE

f,(z) = (cos(—%)+isin(—%))-z+d = (%—;i)-z+d .

1 3

go.0°
0=4 =i
1 \/éi
[
J’.rf
Jllf
lrf
0=4 [*/_600" JB=1
\‘ _({
‘\‘ i
D \I)’

Daar f,(B)=B geldt: f2(1)=1=(5—7i)+d —d =%+§i.

« We verdelen het lijnstuk [AB] in drie gelijke delen en berekenen de punten

C, D' C"en D" metde functies f, en f,.

o=143 D=2/3

Geboeid door wiskunde en wetenschappen

Complexe getallen — 17



5.2 De Koch-kromme
Helge von Koch (1870-1924) was een Zweedse wiskundige die in 1904 de kromme
ontdekte die de dag van vandaag de Koch-kromme genoemd wordt.

;

De Koch-kromme is een voorbeeld van de ontdekking van Weierstrass (1815-1897)
die in die periode een crisis veroorzaakte in het wiskundig denken. Hij ontdekte een
kromme die nergens afleidbaar is.

De meetkundige constructie van de Koch-kromme verloopt als volgt.

We starten met een lijnstuk.

We verdelen dit lijnstuk in drie gelijke
delen en het middelste gedeelte
vervangen we door een gelijkzijdige
driehoek zonder basis.

In een volgende stap passen we
dezelfde constructie toe op ieder
liijnstuk van de vorige constructie

Op ieder lijnstuk van de zo ontstane
nieuwe figuur passen we weer deze
constructie toe, ......

De limietfiguur die onstaat uit dit
iteratieproces noemt men de Koch-
kromme, die men een klassieker mag
noemen in de wereld van fractalen.

o

We gebruiken de ideeén uit het voorbeeld van 5.1.4 om de punten (complexe
getallen) te berekenen die in iedere stap verbonden moeten worden met lijnstukken.

Om de Koch-kromme te construeren maken we gebruik van vier complexe functies
van de eerste graad. We bepalen de functies f, f,, f,, f, zodat f ([AB])=[AC],

f,([AB])=[AC], f,([AB])=[AC] en f,([AB])=[AC] (zie onderstaande figuur).

AN

A (& n
S 5 7
A 5

A=0 5=
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De functie f, is een homothetie met schaalfactor 1/3 en als centrum de oorsprong.
1 N 1

M.aw. f (z)= §Z . Hieruit volgt vanzelfsprekend dat C = f (B) = f,(1) = 3

De functie f, is de samenstelling van een homothetie met als centrum de oorsprong

en factor 1/3, een rotatie rond de oorsprong over een hoek van 60° (in
tegenwijzerszin) en een translatie over een afstand 1/3. Het functievoorschrift van

f, wordt geveven door:

1, 7 ...« 1 1.1 3. 1 V3
f,(z)==(cos—=+isin=)-z+===(=+—0)-Z+==(=+—1)-2+—.
2()3(3 3)33(22)3(6)3

Hieruit volgt: E = f,(B) = (l £) %:%+§i

De functie f, is de samenstelling van een homothetie met als centrum de oorsprong

en factor 1/3, een rotatie rond de oorsprong over een hoek van -60° en een translatie
over een afstand d . Het functievoorschrift van f, is:

1,1 3 1 4B,
f(z)_—(cos(—gjﬂsm(—gj) z+d = —(———) d—(g—?l)l—i-d.
We bepalen d: f,(A)=E < f,(0)=d = E_; \f

1 3 1 43,

Het functievoorschrift wordt: f,(z) = (——?I) Z+— > +?|
De functie f, is de samenstelling van een homothetie met schaalfactor 1/3 en als
. 1. 2
centrum de oorsprong en een verplaatsing over een afstand 2/3: f,(z) :§ z +§.
2

Vanzelfsprekend geldt f,(A)=D = f,(0) =3

Om de tweede stap te tekenen berekenen we de beelden van de puntenC, D, E
voor de functies f, f,, f,, f,.

N\
H A F " L
N\ >"r A\
Foc f;\/fs Mo
E
A 2
4 c . D B
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1
« f(2)==z2
1()3

. fz(z):(%+§i)-z+%
| =1f,C)=1 (%)—(% %i)%+%=%+l—:i
it 20,
K = f,(E) = fz(% % (%+§i)-(%+?3i)+%:%+?3
. f(2)= (l_i,)z 1 %i
e
Q=fg(D):fg(%)—(%—%’i)-E (% % St
. f4(z)=%z+§
st
~ f,(E)=f (; %i):%(%r%i +§=%+§i

Het verder zetten van dit iteratieproces met de functies f, f,, f;, f, convergeert
naar de Koch-Kromme.
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Het volgende programma — KOCH.8xp - toont, zonder gebruik te maken van
recursiemethoden, hoe het mogelijk is om enkele stappen in de constructie van de
Koch-kromme te tekenen met de TI-83/84 Plus gebruikmakend van de punten

A B, C,D.
ROCHSERORRE ROCHSERORHE ROCHSERORRE ROCHSERORHE
TEmeke || T ekl || T TaFz || T ITRFE
LENTER] LENTER] LENTER] LENTER]
ClrDraw:AxesOffF
OUXmin:luXmax:luXscl:u.1uYmin: .50Ymax:1uYscl:1iXres
Text(2,26,""KOCH-KROMME™) : Text (8,26, "'==========="":Text(14,37,"'STAP 0")
Line(0,0,1,0):Text(55,69,"[ENTER]")
Pause:ClrDraw
Text(2,26,""KOCH-KROMME') : Text (8,26, "'==========="":Text(14,37,"STAP 1"

Line(0,0,1/3,0):Line(1/3,0,1/2,3(3)/6):Line(1/2,3(3)/6,2/3,0):Line(2/3,0,1,0)

Text(55,69,"[ENTER]™)
Pause:Text(14,37,"WACHT!I'™)

Listamatr({0,0},{1/3,0},{1/2,5(3)/6},{2/3,0}, [A]) : [A160U[A]

randM(4,2)Uu[B]
For(1,1,4)

1/3*[A1(1,1)U[B](1,1) : 1/3*[A1(1,2)u[B1(1,2)

End
randM(4,2)u[C]
For(l,1,4)

1/6*[A1(1,1)-8(3)/6[A1(1,2)+1/3u[C](1,1) : 1/6*[A](1,2)+d(3)/6[A1(1,1)U[CI(I,2)
End

randM(4,2)u[D]
For(1,1,4)

1/6*[A1(1,1)+0(3)/6[A]1(1,2)+1/2G[D](1,1):1/6*[A]1(1,2)-08(3)/6[A]1(1,1)+a(3)/6U[D](1,2)
End

randM(4,2)Uu[E]
For(l,1,4)

1/3*[A1(1, 1)+2/30[E](1,1) - 1/3*[A1 (1, 2)U[E](1,2)

End

augment(augment(augment([B]6, [C]6),[D]16), [E]16)UL[A]:[A16U[A]

ClrDraw:Text(2,26,"KOCH-KROMME™) : Text(8, 26,

For(K,1,15)

En

Line([A1(K,1),[A1(K,2), [AT(K+1,1), [AT(K+1,2))
d

Line([A](16,1),[A]1(16,2),1,0):Text(55,69, " [ENTER]™)

Pause :Text(14,37,"WACHT!I'™)

randM(16,2)u[B]
For(1,1,16)

1/3*[A1(1,1)U[B](1,1) = 1/3*[A](1,2)u[B1(1.2)

End
randM(16,2)U[C]
For(1,1,16)

1/6*[A1(1,1)-8(3)/6[A1(1,2)+1/30[C](1,1):1/6*[A1(1,2)+5(3)/6[A1(1,1)G[CI(1,2)

End
randM(16,2)u[D]
For(1,1,16)

1/6*[A](1,1)+8(3)/6[A](1,2)+1/2u[D](1,1):1/6*[A](1,2)-8(3)/6[A1(1,1)+8(3)/6u[D](1,2)
End

randM(16,2)U[E]
For(1,1,16)

1/3*[A1(1,1)+2/30[E](1,1) - 1/3*[A1(1,2)U[E] (1, 2)

End

augment(augment(augment([B]6, [C]6), [D]16), [E]10)UL[A]: [A16U[A]

ClrDraw:Text (2,26, " KOCH-KROMME') : Text(8, 26,

For(K,1,63)

Line([A1(K,1),[A1(K,2),[A1(K+1,1),[A1(K+1,2))

End

Line([A](64,1),[A1(64,2),1,0):Text(55,69, " [ENTER]™)

Pause

ClrDraw:Zstandard:AxesOn:Disp :Stop
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5.3 Functies van de tweede graad

5.3.1 Kwadraat van een complex getal

Beschouw de complexe functie f(z)=z°.
Voor iedere z=r(cosa +isina) geldt:

f(z) = (r(cosa +isina))® = r?(cos 2a +isin

2a) .

Het kwadrateren van een complex getal komt met andere woorden neer op het
kwadrateren van de modulus en het verdubbelen van het argument.

« Neem als domein de rechte evenwijdig met de

imaginaire as en door z=2.

We bekijken de beelden van enkele punten:

z r Arg z r2 2Arg 2
2-2i J8 T 8 n
4 2

2—i J5 -.463 5 -.927
2 2 0 4 0

2+i J5 463 5 -.927
2+2i J8 T 8 T
4 2

De complexe getallen met als poolcodrdinaten de
koppels (r?,2Arg z), waarbij (r, z) telkens behoort

tot de rechte x =2, liggen op een parabool met als

vergelijking y2 +16x-64=0.

¥ +162-64 =0

« Beschouw als domein de complexe getallen die gelegen zijn in de cirkelsector met

T
straal \/E en argumenten tussen _E en

T

6

Het beeld van deze cirkelsector zijn de complexe
getallen gelegen in een cirkelsector met straal 2 en

T T
argumenten tussen —§ en —.

3

De verhouding van de oppervlakte van het beeld t.o.v.
de oppervlakte van het domein is het dubbel van het

kwadraat van de straal van het domein.
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5.3.2 Julia-verzamelingen

We bekijken de complexe functie f(z)= 72 op een iets wat meer dynamische
manier. We gebruiken f in een iteratieproces op de volgende manier.

Voor ieder complex getal z geeft interatie van de functie f de volgende rij
complexe getallen:

Ip=12, 1= f(zo):zz, Z, = f(zl):z4, 3= f(zz):ZS,..., z,=f(z,9)= 22 ...

Deze rij noemen we de baan van z . De volgende tabel beschrijft de iteratie in drie
verschillende punten.

r a r o r a
z 0.4 10 1 125° 2 35°
/2 0.16 20 1 250° 4 70°
,4 0.0256 40 1 140° 16 140°
/8 6.5536 10 80 1 280° 256 280°
/16 429107 160 1 200° 65536 200°
/32 1.8404 102 | 320 1 40° 4294967296 40°

Deze tabel illustreert mooi het dynamische gedrag van de functie f(z) = 22,

« Een startwaarde binnen de eenheidscirkel (| z|<1) heeft een baan die
convergeert naar de oorsprong.

« Een startwaarde op de eenheidscirkel (| z|=1) genereert een baan die steeds op
de eenheidscirkel blijft.

« En indien we de iteratie starten buiten de eenheidscirkel zal de baan iedere cirkel
rond de oorspong verlaten. Men noemt de baan dan onbegrensd.

De functie f(z)= 22 verdeelt zo het complexe vlak in twee gebieden.

Een eerste gebied bestaat uit punten waarvan de baan onbegrensd is en een tweede
gebied uit punten waarvan de baan begrensd is. De grens tussen deze twee
gebieden, de eenheidscirkel, noemt men de Julia-verzameling van de functie

f(z) =122
In 1918 publiceerde Gaston Julia (1893-1978) een meesterwerk over iteraties van

rationale functies. Hij kan beschouwd worden als één der voorvaders van de tak van
de wiskunde die men de dag van vandaag Dynamische Systemen noemt.

Een onderdeel van zijn werk bestond uit de studie van het dynamische gedrag van

2

de complexe functies f:C —>C:z+— z°+c met ceC.

We bekeken al het geval ¢ =0. In het algemeen geeft iteratie van de functie
f(z)= 2% +¢ met ¢ e C voor ieder complex getal ¢ de baan:

ZH22+CH(22+C)2+CH((22+C)2+C)2+CH(((ZZ+C)2+C)2+C)2+CI—> ......
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Deze baan voldoet steeds aan één van de twee volgende eigenschappen.

() De baan is onbegrensd, d.w.z. de elementen van de baan verlaten iedere
cirkel rond de oorsprong.
(ii) De baan is begrensd, d.w.z. dat de elementen van de baan steeds in een

cirkel met een bepaalde straal rond de oorsprong blijven.

De verzamelingen van de complexe getallen die aan één van de bovenstaande
eigenschappen voldoen zijn niet leeg. Dit volgt respectievelijk uit het volgende:

0) Voor | z|> max{|c|,2} bestaateen £>0 zodat |z|=2+¢.

Dan geldt |z2 |=| 72 +c—cl<| 22 +c|—|c| waaruit volgt:

2 2 2 2
|2%+c[2[z2%|=[c|=|z[" =[c|= |z|" -|z] = (I1z|-D)|z] = A+&)|z].
De modulus van de elementen van de baan zal in dit geval toenemen met
minstens een factor 1+ ¢ zodat de baan duidelijk onbegrensd is.

(ii) De vergelijking z = 2% + ¢ heeft oplossingen in C. Voor de oplossingen

van deze vergelijking geldt f(z)=z. Voor deze complexe getallen
bestaat de baan uit één punt. Een complexe getal z waarvoor geldt dat
f (z) = z noemt men een fixpunt.
De verzameling van complexe getallen die voldoen aan de tweede eigenschap
noemt men de uitgebreide Julia-verzameling van de functie f(z) = 2% +c.

Wiskundig definieert men de Julia-verzameling van de functie f(z) = 2% +c als de
rand van de uitgebreide Julia-verzameling.

Intuitief betekent dit dat de Julia-verzameling de grens aangeeft tussen de punten
waarvan de baan begrensd blijft en de punten waarvan de baan naar oneindig gaat.
In wat volgt noemen we de uitgebreide Julia-verzameling gewoon de Julia-
verzameling.

Hieronder vind je een afbeelding van twee Julia-verzamelingen horende bij de functie
f(z)=z%+c metceC.

A
by 3

+
P N
g & . | ) hﬁkﬂ*?"";;.
‘%“'apmA‘ _ . ﬁ_?’ﬁf‘h
S %
N1 )

e=0,397 - 0,214+

De bovenstaande figuren zijn gemaakt met het programma FRACTINT dat gratis kan
gedownload worden via de Spanky Fractal Database (spanky.triumf.ca).
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In zijn meesterwerk bewees Julia dat de Julia-verzamelingen behorende bij de
functies f(z) = 2% + ¢ ofwel samenhangend zijn ofwel totaal onsamenhangend.
Julia bewees de volgende dichotomie van de complexe getallen:
Voor de Julia-verzameling, J., behorende bij de functie f(z)= 2% +¢ geldt:

J. is samenhangend indien de baan van nul begrensd is en

J. is onsamenhangend indien de baan van nul onbegrensd .

De baan van nul voor de functie f(z)= 2% +¢ wordt gegeven door:

2

O>cHcC +CI—>(C2+C)2+CI—>((C2+C)2+C)2+CH ......

Ruwweg kunnen we zeggen dat een samenhangende verzameling uit één stuk

bestaat; zoals bijvoorbeeld de eenheidsschijf, behorende bij f(z) = 72, of de twee

vorige figuren. Zonder verder uit te weiden bestaat een totaal onsamenhangende
verzameling uit oneindig veel stukken. Zo'n verzameling kan gevisualiseerd worden
door een wolk van punten waarbij er geen enkele twee punten mekaar raken en
waarbij er in de omgeving van ieder punt er zich oneindig veel punten van dat punt
verwijderen. In de literatuur spreekt men van een Cantor-verzameling.

Uit deze dichotomie volgt dat er geen Julia-verzameling J_ bestaat die bijvoorbeeld
samengesteld is uit vijf disjuncte stukken.

Met de TI-83/84 Plus kan de begrensheid van banen bestudeerd worden met de
ANS-toets. Stel bv. ¢ =-1. We kijken even de banenvan —1+ieni.

-1+C -1+C -1+C
. -1 ) -1 -1
-1+ ] i . 5]
-1+ i A
Ans"~2+C ] Ars"™2+C Ars™2+C
-1-24 -2 -1
Ans="2+C ] Ars"2+C Ars"2+C
-1-24 -2 -1
-+, = 5]
-1-324 =] -1
-1Az24+644 = 5]
1844473-131A7 2 3958 -1
1.A737a6512e12—-.. 15745823 5]

De theorie van Julia zegt, zie bovenstaande berekeningen, dat de complexe getallen
—1+i en i niet behorentot J ,. Wel geldt dat J , samenhangend is daar de baan

van nul begrensd is.
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5.4 De Mandelbrot-verzameling

Eén van de mooiste en meest fascinerende figuren uit de wiskunde is de Mandelbrot-
verzameling, die ontdekt werd door Benoit Mandelbrot rond 1980.

Velen, ook personen die helemaal niet thuis zijn in het vakgebied wiskunde, hebben
al kennis gemaakt met deze schoonheid. Maar slechts enkelen van hen kennen de
wiskundige fundamenten van de Mandelbrot-verzameling.

Het werk van Julia geraakte in de vergeethoek tot Mandelbrot in 1977 interesse
toonde in dit werk. D.m.v. van computerexperimenten toonde Mandelbrot dat het
werk van Julia een bron is van heelwat prachtige fractalen.

De Mandelbrot-verzameling is ook gebaseerd op het dynamisch gedrag van de
functies f(z2) = 22 +c metceC.

De idee van Mandelbrot was de dichotomie van Julia grafisch voor te stellen.

Hij berekende voor iedere ¢ € C de baan van 0 onder iteratie van de functie

2

f(z):22+c: OB cH>c +CI—>(C2+C)2+CI—>((C2+C)2+C)2+CH ......

Voor het bestuderen van het al dan niet begrensd zijn van deze rij is het voldoende

derij cCH— 2+ (c2 + c)2 +CH ((c2 + c)2 +c)2 +CH> e te bestuderen.

Voor ¢ =i is de baan van 0 gegevendoor: O~ it —1+it> —i> -1+i - ..
We zien dat de baan in dit geval convergeert naar een 2-cyclus.

Voor ¢ =2iwordt de baanvan 0: 0+ 2i— —4+2i—>12-14i+ -52-344i - ...
m.a.w. de baan van 0 zal zich steeds verder en verder verwijderen van de oorsprong.

Weer kan gebruik gemaakt worden van de grafische rekenmachine om na te gaan of
een complex getal ¢ behoort tot de Mandelbrotverzameling. Duidelijk geldt dat i

behoort tot de Mandelbrot-verzameling en 2i niet.

De Mandelbrot-verzameling bestaat uit deze ¢ -waarden waarvoor de baan van 0
begrensd blijft, m.a.w. deze c-waarden waarvoor de bijhorende Julia-verzameling
samenhangend is.

Door dit procédé te vertalen naar een computeralgoritme bekwam B. Mandelbrot de
onderstaande witte figuur.
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De idee achter dit algoritme is het volgende.

Beschouw het computerscherm als een gedeelte van het complexe vlak. Voor ieder
pixel ¢ € C wordt de computer gevraagd na te gaan of de baan van nul naar
oneindig gaat of niet. In het tweede geval wordt het pixel wit gekleurd, in het andere
geval wordt een andere kleur gebruikt.

Hoe kan de computer controleren of een baan naar oneindig gaat of niet ?

Men kan nagaan dat de complexe getallen die tot de Mandelbrot-verzameling
behoren op een afstand kleiner of gelijk aan 2 van de oorsprong liggen.

Er geldt dat indien de baan van 0 onder iteratie d.m.v. de functie f(z)= 2% +c
(ceC met |c|< 2) ooit de cirkel met middelpunt de oorsprong en straal 2
overschrijdt, de baan van nul naar oneindig gaat.

We laten de computer bijvoorbeeld de eerste 1000 iteraties berekenen en telkens
controleren of de baan zich niet verder dan een afstand 2 van de oorsprong heeft
verwijderd.

Blijven we 1000 iteraties lang binnen de cirkel met straal 2 rond de oorsprong dan
kleuren we het pixel wit en in het andere geval kiezen we een kleur afhankelijk van
het aantal stappen dat nodig is om buiten de gekozen cirkel te treden.

Merk op dat de afbeelding slechts een benadering is van de Mandelbrot-verzameling
daar de computer slechts een eindig aantal iteraties kan uitvoeren.

De onderstaande figuur toont de ligging van de mandelbrotverzameling samen met
de banen van 0 behorende bij enkele complexe getallen c.
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De Mandelbrot-verzameling is een voedingsbodem voor tal van artistieke computer
graphics. Overtuig jezelf door de Mandelbrot-verzameling te exploiteren,
bijvoorbeeld door middel van de software FRACTINT (spanky.triumf.ca). Hieronder
vind je enkele vergrotingen van de rand van de Mandelbrot-verzameling.
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